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PERKALIAN MATRIKS PADA GRAF RODA 





Perkalian matriks pada graf adalah perkalian antara matriks ketetanggaan dari dua graf yang 
memiliki jumlah simpul yang sama. Matriks ketetanggaan dari suatu graf   disimbolkan dengan     . 
Suatu matriks disebut grafikal apabila matriks tersebut merupakan matriks simetris       dengan entri 
pada diagonalnya adalah nol. Pada penelitian ini dibahas kondisi-kondisi perkalian matriks terkait graf 
roda       yang grafikal. Berdasarkan hasil penelitian diperoleh            dan  (  )     tidak 
grafikal apabila    , dengan   merupakan komplemen graf roda dan graf   merupakan subgraf roda 
yang diperoleh dengan cara menghapus sisi yang tidak bersisian dengan simpul pusat. Selanjutnya 
diperoleh           tidak grafikal untuk semua   dan  (  )     tidak grafikal apabila    , 
dengan graf   merupakan subgraf roda yang diperoleh dengan cara menghapus sisi yang bersisian 
dengan simpul pusat. 
Kata Kunci: matriks ketetanggaan, subgraf roda, komplemen graf roda. 
PENDAHULUAN  
Teori graf digunakan untuk merepresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-
objek tersebut [1]. Graf secara geometri dinyatakan dengan beberapa titik atau simpul yang 
dihubungkan dengan garis atau simpul. Matriks ketetanggaan merupakan salah satu matriks yang 
diperoleh dari merepresentasikan suatu graf dengan cara melihat hubungan antar simpul yang ada pada 
suatu graf tersebut. Terdapat beberapa teori yang menerapkan konsep matriks ketetanggaan salah 
satunya adalah perkalian matriks pada graf. Perkalian matriks pada graf diperoleh dengan cara 
mengalikan dua matriks ketetanggaan dari graf yang mempunyai jumlah simpul yang sama banyak. 
Perkalian matriks pada graf dapat direalisasikan dalam bentuk graf apabila hasil dari perkaliannya 
merupakan matriks simetris       dan entri pada diagonalnya adalah nol. Terdapat salah satu 
penelitian yang membahas tentang perkalian matriks pada sembarang graf [2]. Belum banyak 
penelitian yang membahas tentang perkalian matriks pada graf terutama pada graf-graf khusus. Oleh 
karena itu, pada penelitian ini dibahas perkalian matriks pada graf khusus yaitu graf roda. 
PERKALIAN MATRIKS PADA GRAF   
Perkalian matriks pada graf merupakan salah satu konsep yang dikembangkan dari teori graf 
dengan menggunakan matriks ketetanggaan. Sebelumnya diberikan definisi matriks ketetanggaan 
sebagai berikut. 
Definisi 1 [3] Misalkan         adalah graf tak berarah dengan simpul-simpul    ,    …,  . 
Matriks ketetanggaan yang sesuai dengan graf   adalah            dengan      adalah jumlah sisi 
yang menghubungkan simpul    ke simpul                .  
Berdasarkan Definisi 1 maka untuk suatu graf tak berarah     jumlah sisi yang menghubungkan 
simpul    ke    dan simpul    ke    pada graf     selalu sama. Oleh karena itu, matriks ketetanggaan 
pada graf tak berarah merupakan matriks simetris. Suatu matriks simetris dapat dikaitkan kembali 
dengan graf, berikut ini diberikan Definisi 2 untuk mejelaskan kaitan dari matriks simetris pada graf. 
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Definisi 2 [2] Suatu matriks simetris       disebut grafikal jika untuk setiap entri pada diagonalnya 
adalah nol. Jika matriks   adalah matriks grafikal sedemikian sehingga        untuk suatu graf 
 , maka graf   disebut realisasi dari matriks grafikal  . 
Definisi 2 dapat diterapkan dalam konsep perkalian matriks pada graf yang dalam hal ini dijelaskan 
pada Definisi 3 sebagai berikut. 
Definisi 3 [2] Misal terdapat dua graf  yaitu graf   dan graf   yang mempunyai himpunan simpul 
yang sama banyak. Graf    merupakan hasil kali matriks dari   dan   apabila          grafikal 
dan graf    merupakan realisasi dari         . 
Dari Definisi 1, Definisi 2 dan Definisi 3 diberikan contoh untuk menjelaskan perkalian matriks pada 
graf sebagai berikut. 






Gambar 1 (a) Graf   dan (b) Graf  
Berdasarkan Definisi 1 diperoleh matriks ketetanggaan untuk graf   dan graf   seperti berikut. 
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Kemudian dari       dan       diperoleh mariks      yang merupakan hasil dari          sebagai 
berikut. 
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Berdasarkan Definisi 2, dapat diketahui bahwa matriks      merupakan matriks yang grafikal. 
sehingga berdasarkan Definisi  3, diperoleh graf    merupakan realisasi dari matriks      adalah 
sebagai berikut. 
 
Gambar 2 Graf Ґ 
Entri diagonal pada          haruslah nol, untuk memastikan agar entri diagonal pada          
adalah nol diberikan Lemma 5 dengan   adalah komplemen dari graf   sebagai berikut. 
Lemma 5 [2] Diberikan graf   dan graf   dengan himpunan simpul yang sama             , entri 
diagonal pada          adalah nol jika dan hanya jika   adalah subgraf dari  . 
Bukti:  
    Misal graf   bukan merupakan subgraf dari  , artinya terdapat sisi    pada   yang mempunyai 
simpul ujung yang sama dengan sisi    pada  . Sehingga pada matriks ketetanggaannya terdapat baris 
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ke-  pada      yang nilai entri-entri berpadannya sama dengan nilai entri-entri pada kolom ke –  pada 
     dengan    . Oleh karena itu, pada                nilai     dengan     yang diperoleh 
dengan menjumlahkan hasil perkalian dari entri-entri yang berpadan pada baris ke-  di      dan 
kolom ke-  di      bernilai tidak sama dengan nol. Oleh karena terbuktinya pernyataan kontraposisi 
tersebut, maka terbukti pula pernyataan jika entri pada diagonal          bernilai benar maka   
merupakan subgraf dari  .  
   Diberikan suatu graf   dan graf   dengan graf   merupakan subgraf dari graf  , artinya tidak 
terdapat sisi yang memiliki simpul ujung yang sama pada graf   dan graf  . Oleh karena itu, 
diperoleh matriks ketetanggaan      dan      dengan entri-entri yang berpadan salah satunya 
bernilai nol. Akibatnya pada                dengan     selalu bernilai nol. ■ 
Berdasarkan Lemma 5 diberikan contoh sebagai berikut. 






Gambar 3 (a) Graf   dan (b) Graf  
Berdasarkan graf   dan graf   diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut. 
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Berdasarkan      dan      diperoleh          sebagai berikut. 
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Diperoleh entri diagonal pada          adalah nol. 
Selanjutnya diterapkan perkalian matriks pada graf roda yang dijelaskan pada beberapa lemma dan 
teorema berikut. Sebelmnya diberikan Lemma tentang graf lengkap dan komplemennya dengan 
       manyatakan simpul    dan simpul    pada graf   bertetangga sebagai berikut. 
Lemma 7 Jika   merupakan graf lengkap, maka   adalah graf null. 
Bukti: Diberikan   merupakan graf lengkap dengan, maka       . Oleh karena itu, himpunan sisi 
dari graf lengkap dari graf   yaitu       sama dengan     , sehingga             . Artinya   
merupakan graf null. ■ 





Gambar 4 (a) Graf Roda      dan (b) Komplemen Graf Roda (    
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Selanjutnya dibahas perkalian matriks terkait graf roda dengan       menyatakan derajat 
simpul   pada graf . 
Teorema 8  Diberikan graf roda      dan komplemennya     . Jika     maka             
tidak grafikal. 
Bukti: Diberikan graf roda   dengan    , oleh karena simpul pusat    terhubung ke semua simpul 
pada   ,  sedangkan pada    simpul pusat    tidak terhubung dengan simpul manapun pada   . 
Akibatnya matriks ketetanggaan dari   ,              dengan entri-entrinya     dan     dengan 
          bernilai   sedangkan matriks ketetanggaan dari   ,  (  )        dengan entri-
entrinya     dan     dengan           bernilai  . Akibatnya       (  )        dengan 
entri-entrinya     dengan         bernilai           dan     adalah   dengan         
sehingga            tidak grafikal. ■ 
Dari Teorema 8 diberikan contoh sebagai berikut. 
 





Gambar 5 (a) Graf Roda      dan (b) Graf Roda      
Berdasarkan graf   dan   diperoleh      adalah       (  ) sebagai berikut. 







   
   
   
     
   
   
   
   
   
   
     
   
   







Diperoleh      merupakan matriks yang tidak gafikal sehingga tidak terdapat graf realisasi untuk 
    . 
Pada  graf roda terdapat beberapa subgraf. Oleh karena itu, diperoleh beberapa Teorema tentang 
perkalian matriks dan perkalian matriks antara graf roda dengan subgraf roda yang dituangkan pada 
Teorema 10  
Teorema 10 Jika   merupakan graf roda dan   merupakan subgraf dari graf roda yang diperoleh 
dengan cara menghapus sisi yang bersisian dengan simpul pusat, maka           tidak grafikal 
untuk semua  . 
Bukti: Diberikan graf roda      dan dan graf   yang merupakan subgraf dari graf roda yang 
diperoleh dengan cara menghapus sisi yang bersisian dengan simpul pusat. Berdasarkan Lemma 5 , 
oleh karena   bukan merupakan subgraf dari    maka diperoleh entri diagonal pada           
tidak sama dengan nol, sehingga           bukan merupakan matriks yang grafikal. ■ 
Diberikan contoh untuk Teorema 10 adalah sebagai berikut. 
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Gambar 6 (a) Graf Roda      dan (b) Graf   
Berdasarkan graf   dan graf   diperoleh      adalah           sebagai berikut. 






   
   
   




   
   








Diperoleh      merupakan matriks yang tidak gafikal, sehingga tiak terdapat graf realisasi untuk 
    . 
Berdasarkan subgraf dari graf roda diperoleh beberapa Teorema terkalit Perkalian matriks antara 
komplemen graf roda dengan subgraf roda yang dituangkan pada Teorema 12 dan Teorema 14  
sebagai berikut.  
Teorema 12 Diberikan   merupakan komplemen dari graf roda dan   merupakan subgraf dari graf 
roda yang diperoleh dengan cara menghapus sisi yang bersisian dengan simpul pusat. Jika     
maka           tidak grafikal. 
Bukti diperoleh dengan cara yang sama seperti Teorema 8.  
Diberikan contoh untuk Teorema 12 sebagai berikut. 
Contoh 13 Diberikan graf roda      dan graf   yang merupakan subgraf dari   sebagai berikut. 
 
Berdasarkan graf    dan graf   diperoleh       merupakan  (  )     sebagai berikut. 








   
   
   
     
   
   
   




   
   
   
     
   
   
   












Diperoleh      merupakan matriks yang tidak grafikal, sehingga tidak terdapat graf realisasi untuk 
    . 
Pada subgraf roda lainnya diperoleh hasil perkalian matriks yang berbeda antara komplemen graf roda 





Gambar 7 (a) Graf Roda      dan (b) Graf   
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Teorema 14 Diberikan     merupakan komplemen dari graf roda dan   merupakan subgraf dari 
graf roda yang diperoleh dengan cara menghapus sisi yang menghubungkan simpul    ke simpul    
dan        . Jika     maka  (   )     tidak grafikal. 
Bukti diperoleh dengan cara yang sama seperti Teorema 8.  
Diberikan contoh untuk Teorema 14 sebagai berikut. 





Gambar 8 (a) Graf Roda      dan (b) Graf    
Berdasarkan graf    dan graf   diperoleh      merupakan           sebagai berikut. 







   
   
   
    
   
   
   
   
   
   
    
   
   







Diperoleh      merupakan matriks yang tidak grafikal, sehingga tidak terdapat graf realisasi untuk 
    . 
KESIMPULAN 
Perkalian matriks pada graf adalah perkalian antara matriks ketetanggaan dari dua graf   dan   
yang mempunyai himpunan simpul sama. Berdasarkan hasil penelitian diperoleh            dan 
 (  )     tidak grafikal apabila    , dengan    merupakan komplemen graf roda dan graf   
merupakan subgraf roda yang diperoleh dengan cara menghapus sisi yang tidak bersisian dengan 
simpul pusat. Selanjutnya diperoleh           tidak grafikal dan  (  )     tidak grafikal apabila 
   , dengan graf   merupakan subgraf roda yang diperoleh dengan cara menghapus sisi yang 
bersisian dengan simpul pusat. 
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